INTRODUCAO A LOGICA

1 O QUE E LOGICA?

Devemos primeiramente proporcionar uma visdo informal e intuitiva dos
assuntos a que a logica diz respeito.

Responder a pergunta do tipo “de que se trata?”” ¢ uma questio bastante dificil.

As palavras “logica” e “logico” sdo familiares a todos nds. Falamos
freqlientemente de comportamento “légico” em contraste com um comportamento
“ilogico”, de procedimento “loégico” em oposicdo a um “ilégico”, de explicagdo
“logica”, de espirito “logico” etc. Em todos esses casos, a palavra “logico” € usada,
fundamentalmente, na mesma acepcdo de “razoavel”. Uma pessoa com espirito
“logico” € uma pessoa “razodvel”; um procedimento “irrazoavel” € aquele que se
considera “ilogico”. Todos estes usos podem ser considerados como derivativos de
um sentido mais técnico dos termos “logico” e “ilogico” para caracterizar os
argumentos racionais. Esta conexao tornar-se-4 cada vez mais clara a medida que o
estudante avance na leitura e amplie os seus conhecimentos no assunto.

Evidentemente, para compreender o que €, de fato, 16gica, uma pessoa tem que
estuda-la. Neste primeiro texto, tentaremos oferecer ao leitor uma explicagdo
rudimentar e aproximada do que ¢ logica.

O estudo da logica ¢ o estudo dos métodos e principios usados para
distinguir o raciocinio correto do incorreto. Naturalmente, esta definicio ndo
pretende afirmar que s6 € possivel argumentar corretamente com uma pessoa que
tenha estudado l16gica. Afirma-lo seria tdo erréneo quanto pretender que s6 € possivel
correr bem se estudou fisica e fisiologia necessarias para a descri¢ao dessa atividade.
Alguns excelentes atletas ignoram completamente os processos complexos que se
desenrolam dentro deles proprios quando praticam o esporte. E ndo seria necessario
acrescentar que os professores veteranos, os quais sabem mais dessas coisas, teriam
um desempenham muito fraco se arriscassem a sua dignidade num campo de
atletismo. Mesmo dispondo de igual equipamento muscular e nervos basicos, a pessoa
que sabe pode nao superar o “atleta natural”.

Mas, dada a argucia inata do intelecto, uma pessoa com conhecimento de
logica tem maior probabilidade de raciocinar corretamente do que aquela que nao se
aprofundou nos principios gerais implicados nessa atividade. H4 muitas razdes para
isso. Em primeiro lugar, o estudo adequado da légica aborda-la-a tanto como arte,
tanto como ciéncia, ¢ o estudante deverd fazer exercicios sobre todos os aspectos da
teoria que aprende. Nisto, como em tudo, a pratica ajuda o aperfeicoamento. Em
segundo lugar, uma parte tradicional do estudo da logica consiste no exame e na
analise dos métodos incorretos do raciocinio, ou seja, das falacias. Esta parte da
matéria ndo s6 da uma visao mais profunda dos principios do raciocinio em geral,
como o conhecimento desses erros auxilia também a evita-los. Por tltimo, o estudo da
logica proporciona ao estudante certas técnicas e certos métodos de facil aplicagao
para determinar a corre¢do ou incorre¢ao dos raciocinios. O valor desse conhecimento



reside no fato de ser menor a probabilidade de se cometerem erros, quando ¢ possivel
localiza-los mais facilmente.

A logica tem sido freqiientemente definida como a ciéncia das leis do
pensamento. Mas esta defini¢do, conquanto ofere¢a um indicio sobre a natureza da
logica, ndo ¢ exata. Em primeiro lugar, o pensamento ¢ um dos processos estudados
pelos psicologos. A logica ndo pode ser “a ci€ncia das leis do pensamento”, porque a
psicologia também ¢ uma ciéncia que trata das leis do pensamento (entre outras
coisas). E a logica ndo ¢ um ramo da psicologia: ¢ um campo de estudo separado e
distinto.

Obs: Todo raciocinio ¢ pensamento, mas nem todo pensamento € raciocinio.

Uma outra definicdo comum da logica ¢ a que a caracteriza como ciéncia do
raciocinio. Esta definicdo evita a segunda objecdo e, portanto, ¢ melhor, mas ainda
ndo ¢ adequada. O raciocinio ¢ um género especial de pensamento no qual se realizam
inferéncias ou se derivam conclusdes a partir de premissas. Contudo, ainda ¢ uma
espécie de pensamento e, por conseguinte, também faz parte do material de estudo do
psicologo.

A logica nao tem uma defini¢do, podemos conceitua-la através de exemplos. A
distingdo entre raciocinio correto € o incorreto ¢ o problema central que incumbe a
logica tratar.

Se poderia dizer que a logica investiga a relagdo de correspondéncia que
regula a relagdo entre as premissas e a conclusao de um argumento valido.

2 O QUE E UM ARGUMENTO?

Para aclarar a explicacdo de ldogica proposta na secdo antecedente, serd util
apresentar e examinar alguns dos termos especiais empregados no estudo de logica. A
inferéncia ¢ um processo pelo qual se chega a uma proposi¢do, afirmada na base de
uma ou mais proposicoes aceitas como ponto de partida do processo.

As proposigoes sao verdadeiras ou falsas e nisto diferem das perguntas, ordens e
exclamagdes. S6 as proposi¢des podem ser afirmadas ou negadas; uma pergunta pode
ser respondida, uma ordem dada e uma exclamagdo proferida, mas nenhuma delas
pode ser afirmada ou negada, nem é possivel julgi-las como verdadeiras ou falsas. E
necessario distinguir as sentencas das proposi¢des para cuja afirmacao elas podem ser
usadas. Duas sentengas (ou oragdes declarativas) que constituem claramente duas
oragdes distintas, porque consistem de diferentes palavras, dispostas de modo
diferente, podem ter o mesmo significado, no mesmo contexto, € expressar a mesma
proposi¢ao.

Por exemplo:
Jodo ama Gertrudes.
Gertrudes ¢ amada por Joao.

Sao duas sentencas diferentes, pois a primeira contém trés palavras, ao passo que a
segunda contém cinco; a primeira comeg¢a com a palavra “Jodo”, enquanto que a
segunda comeca com a palavra “Gertrudes”. Contudo as duas sentengas tém



exatamente o mesmo significado. Costuma-se usar as palavras “proposi¢ao”,
“enunciado” ou “declaragdo” para designar o significado de uma sentenca ou oragao
declarativa.

A diferenca entre oragdes e proposi¢des ¢ evidenciada ao observar-se que uma
oracao declarativa faz sempre parte de uma linguagem determinada, a linguagem em
que ela ¢ enunciada, ao passo que as proposi¢cdes ndo sdo peculiares a nenhuma das
linguagens em que podem ser expressas. Considere as trés sentencas seguintes:

Chove.
It is raining.
11 pleut.

As trés sdo certamente diferentes, visto que a primeira estd em portugués, a segunda
em inglés e a terceira em francés. Contudo, tém todas um Unico significado.

Em diferentes contextos, uma tUnica sentenca pode ser usada para fazer
declaracdes muito diferentes. Por exemplo:

O atual Presidente do Brasil € um democrata.

Esta sentenga, proferida em diferentes épocas, seria usada para enunciar proposigoes
diferentes.

No contexto do Curso de Logica Formal que ora iniciamos, esses aspectos ndo
apresentam muita relevancia, conquanto sejam de grande importancia para o estudo
da logica como um todo. O centro das aten¢des durante esse curso serd o da forma
com que se apresentam as proposi¢des. Veremos que se pode determinar a validade de
uma proposi¢ao pela analise de sua forma, e que essa mesma analise serve para todas
as proposi¢des que tiverem a mesma forma.

O légico ndo esta interessado no processo de inferéncia, mas nas proposigoes
que s30 os pontos inicial e final desse processo assim como nas relagdes entre elas.

Um processo de inferéncia utiliza-se do que se chama "argumento". Um
argumento ¢ qualquer grupo de enunciados tal que se afirme ser um deles derivado
dos outros. Freqiientemente, a palavra "argumento" ¢ usada para indicar o processo de
inferéncia, mas em logica, tem o sentido técnico apresentado. Um argumento ndo ¢
uma simples colecdo de enunciados - ele apresenta uma estrutura prépria. Na
descricdo dessa estrutura sdo usualmente empregados os termos "premissa" e
"conclusdo". A conclusdo de um argumento ¢ aquele enunciado que se afirma com
base nos outros enunciados desse mesmo argumento, €, por sua vez, €sses outros
enunciados que se apresentam como provas ou razdes para aceitar a conclusdo sao as
premissas desse argumento.

Exemplo: Um dos argumentos mais conhecidos (devido ao seu aspecto ubiquo como
exemplo na logica elementar) é:

Todos os homens sao mortais. Socrates é homem. Portanto, Socrates é mortal.



Obs: 1) Os dois primeiros enunciados sdo premissas que servem para provar a
conclusdo, Socrates é mortal.

2) Algumas vezes os filosofos tragam uma distin¢do entre enunciados e proposigdes,
mas aqui ndo ¢ necessario fazé-la. Contudo, ocasionalmente, acharemos importante
distinguir entre sentencas (seqiiéncias de palavras) declarativas e enunciados ou
proposi¢des (isto €, significados ou idéias) que elas expressam. Essa diferenciagao ¢
importante, por exemplo, quando tratamos de sentengas ambiguas, que podem
expressar dois ou mais enunciados. Mas, onde nao houver perigo de confusao,
evitaremos prolixidade, suprimindo a distin¢ao. Freqiientemente utilizaremos o termo
“argumento” para denotar seqiiéncias de enunciados (como na nossa defini¢do) e
seqiiéncias de sentencas que os expressem.

3 DEDUGAO E INDUGAO

Os argumentos estdo tradicionalmente divididos em dois tipos: dedutivos e
indutives. Se bem que todo argumento implique a pretensdo de que suas premissas
fornecam a prova da verdade de sua conclusdo, somente um argumento dedutivo
envolve a pretensdo de que suas premissas fornecem uma prova conclusiva. No caso
dos argumentos dedutivos, os termos técnicos “valido” e “invalido” sdo usados no
lugar de “correto” e “incorreto”. Um raciocinio dedutivo ¢ valido quando suas
premissas, se verdadeiras, fornecem provas convincentes para sua conclusao, isto &,
quando as premissas e a conclusdo estdo de tal modo relacionadas que ¢
absolutamente impossivel as premissas serem verdadeiras se a conclusao tampouco
for verdadeira. Todo raciocinio (ou argumento) dedutivo ¢ valido ou invalido; a tarefa
da logica dedutiva ¢ esclarecer a natureza da relagcdo entre as premissas e a conclusao
em argumentos validos, e assim, nos permitir que discriminemos os argumentos
validos dos invalidos. A primeira parte de nosso estudo serd da logica (formal)
dedutiva.

Um raciocinio indutivo, por outro lado, envolve a pretensdo, ndo de que suas
premissas proporcionem provas convincentes da verdade de sua conclusdo, mas de
que somente fornegam algumas evidéncias disso. Os argumentos indutivos ndo sdo
“validos” ou “invalidos” no sentido em que esses termos se aplicam aos argumentos
dedutivos. Os raciocinios indutivos podem, ¢ claro, ser avaliados como melhores ou
piores, segundo o grau de verossimilhanca ou probabilidade que as premissas
confiram as respectivas conclusdes.

Analisemos os argumentos a seguir:

1) Quase todos os brasileiros gostam de futebol.
Claudio ¢ brasileiro.
Portanto, Claudio gosta de futebol.

2) Ouve-se falar muito que os cariocas passam mais tempo na praia € nos bares
bebendo do que no seu trabalho.
Clovis viveu 10 anos no Rio de Janeiro.
Portanto, ndo deve ser uma boa idéia contratd-lo para esse cargo que exige tanta
dedicagao.



3) Todo gatcho gosta de churrasco.
Paulo ¢ gaucho.
Portanto, Paulo gosta de churrasco.

Os argumentos (1) e (2) sdo indutivos, pois, em ambos, as premissas nao
pretendem fornecer provas conclusivas da verdade da conclusdo. Pode-se avaliar (e
isso serd feito em textos paralelos a esse curso) o grau de probabilidade de que a
verdade das premissas leve a verdade da conclusdo, classificando os argumentos
indutivos em “fortes” e “fracos”. No caso do argumento (1), o grau de probabilidade
de sua indutividade depende do que se entende por “quase todos”. Se “quase todos”
significa “99 %” da populacdo, poderiamos dizer que o argumento seria “indutivo
forte”. Se a porcentagem da populacdo que representa “quase todos” nao fosse muito

rande, diriamos que o argumento é “indutivo fraco”.
b

J& o argumento (2) demonstra textualmente ser “fraco”, ja que a expressao “ouve-
se falar” lembra “boataria” que ndo nos da margem alguma de certeza do que se esta
afirmando. Ademais, o fato do “Clovis” ter vivido no Rio de Janeiro por 10 anos ndo
garante, em grau algum, que ele tenha que ter sido influenciado por habitos
supostamente comuns aos cariocas.

O argumento (3) ¢ dedutivo. A veracidade das premissas garante-nos a veracidade
da conclusdo.

Dedicaremos a maior parte desse curso ao estudo de argumentos dedutivos.

4 VERDADE E VALIDADE

Verdade e falsidade podem ser predicados das proposicdes, nunca dos
argumentos. Do mesmo modo, propriedades de validade ou invalidade s6 podem
pertencer a argumentos dedutivos, mas nunca a enunciados. Existe uma conexao entre
a validade ou invalidade de um argumento e a verdade ou falsidade de suas premissas
e conclusodes, mas essa conexao de modo algum ¢ simples. Alguns dos argumentos
validos contém apenas enunciados verdadeiros, como, por exemplo:

Todas as baleias sdo mamiferos.
Todos os mamiferos tém pulmoes.
Portanto, todas as baleias tém pulmdes.

Mas um argumento pode conter exclusivamente enunciados falsos e, apesar disso, ser
valido, como por exemplo:

Todas as aranhas tém seis pernas.
Todos os seres de seis pernas t€m asas.
Portanto, todas as aranhas tém asas.

Este argumento ¢ valido porque, se suas premissas fossem verdadeiras, sua conclusao
também teria que ser verdadeira, mesmo no caso em que, de fato, fossem todas falsas.
Por outro lado, se refletirmos sobre o argumento:



Se eu possuisse todo o ouro de Serra Pelada, seria muito rico.
Nao possuo todo o ouro de Serra Pelada.
Portanto, ndo sou muito rico.

Vemos que, embora suas premissas € sua conclusdo sejam verdadeiras, o raciocinio
ndo ¢ valido. Que as premissas podem ser verdadeiras e a conclusdo falsa, se bem que
ndo o sejam de evidéncia imediata, ¢ facil ver com clareza, considerando-se que, se eu
herdasse um milhdo de reais, as premissas continuariam sendo verdadeiras, mas a
conclusdo seria falsa. Podemos ilustrar ainda melhor este ponto, mediante o seguinte
argumento, que tem a mesma forma do precedente:

Se o Antonio Ermirio de Moraes possuisse todo o ouro de Serra Pelada, entdo
ele seria muito rico.
O Antdnio Ermirio de Moraes ndo possui todo o ouro de Serra Pelada.
Portanto, o Antonio Ermirio de Moraes ndo é muito rico.
As premissas deste raciocinio sdo verdadeiras e sua conclusdo ¢ falsa. Um tal
argumento ndo pode ser valido, visto ser impossivel que as premissas de um
argumento valido sejam verdadeiras e sua conclusao falsa.

Os exemplos precedentes mostram-nos que ha argumentos validos com conclusdes
falsas, assim como argumentos invalidos com conclusdes verdadeiras. Por
conseguinte, a verdade ou falsidade da sua conclusdo ndo determina a validade ou
invalidade de um argumento.

5 O CALCULO PROPOSICIONAL
5.1 FORMALIZA (;[\O DE ARGUMENTOS

Enfocaremos, agora, o estudo das formas fundamentais de raciocinio de um
ponto de vista sintatico (gramatical). Deixaremos os aspectos semanticos dessas
formas, isto ¢, ligados ao significado, a verdade ou falsidade dos enunciados que
representam, para mais adiante.

Comecemos analisando trés argumentos que tém a mesma forma:

1) Hoje ¢ segunda-feira ou terca-feira.
Hoje nao ¢ segunda-feira.
Portanto, hoje ¢ terga-feira.

2) Rembrandt pintou a Mona Lisa ou Michelangelo a pintou.
Nao foi Rembrandt quem a pintou.
Portanto, Michelangelo pintou a Mona Lisa.

3) Ele é menor de 18 anos ou ele ¢ jovem.
Ele nao ¢ menor de 18 anos.

Portanto, ele ¢ jovem.

A forma comum desses trés argumentos ¢:



PouQ.
Nao ¢ o caso que P.
Portanto, Q.

Essa forma de argumento ¢ conhecida como silogismo disjuntivo. E uma das
regras basicas do célculo proposicional. As letras “P” e “Q” funcionam como
representantes de sentencas declarativas. Chamamos tais letras de letras sentenciais.
Cada argumento que tem essa mesma forma pode ser obtido da forma substituindo as
letras sentenciais por sentengas, cada ocorréncia da mesma letra sendo substituida
pela mesma sentencga. Assim, por exemplo, o argumento 1 acima ¢ obtido da forma
substituindo-se “P” pela sentenca “Hoje ¢ segunda-feira” e “Q” pela sentenca “Hoje ¢
terca-feira”. O resultado

4) Hoje ¢ segunda-feira ou hoje ¢ terga-feira.
Nao ¢ o caso que hoje ¢ segunda-feira.
Portanto, hoje ¢ terga-feira.

¢ uma simples variante gramatical do argumento 1. Para o estudo do célculo
proposicionais, ignoramos tais variagdes gramaticais, embora em contextos logicos
mais sofisticados ou filoséficos elas precisem ser consideradas. Um argumento assim
obtido, de uma forma de argumento, ¢ chamado uma instancia da forma.

Preocupar-nos-emos, agora, com formas de argumento consistindo em letras
sentenciais combinadas com expressdes dos tipos: “ndo € o caso que”, “e”, “ou”, “se
. entdo” e “se e somente se”’. Estas cinco expressdes sdao chamadas operadores

l6gicos ou conectivos 16gicos.

Utilizaremos de uma simbologia especifica para o estudo do calculo
proposicional:

Operador 16gico Simbolo
Nao ¢ o caso que ~
E &
Ou %
Se ... entdo -
Se e somente se >

Obs.: Alguns autores de livros de logica usam simbolos diferentes. Algumas
alternativas mais comuns sao:

Operador 16gico Simbolo
Nao € o caso que - ou —
E . ou A
Ou Vv
Se ... entdo )
Se e somente se =




O simbolo ~ ¢ um simbolo que prefixa apenas uma sentenga. Os outros quatro
simbolos ligam dois enunciados para formar um enunciado composto. Esses ultimos
sdo chamados de operadores binarios.

Uma composi¢do constituindo-se de duas sentencas ligadas por “e” chama-se
conjuncdo, € as suas duas sentencas componentes sdao chamadas conjunctos. A
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conjung¢do também pode ser expressa por palavras como “mas”, “todavia”, “embora”,
e outras que compartilham com o “e” a caracteristica de ligar as duas sentengas -
embora elas possam diferir na maneira de expressar outras nuangas dos enunciados

anteriormente estabelecidos.

Um enunciado composto consistindo em dois enunciados ligados por “ou”
chama-se disjun¢do (dai o nome “silogismo disjuntivo” para a forma de argumento
discutido acima). Os dois enunciados sdo chamados disjunctos. Assim, a primeira
premissa do argumento 1, “Hoje ¢ segunda-feira ou terga-feira” - que para propdsitos
logicos € o mesmo que “Ou hoje ¢ segunda-feira ou hoje ¢ terca-feira” - ¢ uma
disjuncdo cujos disjunctos sdo “Hoje é segunda-feira” e “Hoje ¢ terca-feira”.
Costuma-se omitir o “ou” inicial do enunciado desde que isso ndo interfira no seu
significado.

Os enunciados formados por “se ... entdo” chamam-se condicionais. O
2

enunciado subseqiiente a “se” ¢ chamado antecedente; o enunciado restante,
conseqliente.

Os enunciados formados por “se e somente se” chamam-se bicondicionais.
Nao ha nome especial para os seus componentes. Um bicondicional pode ser
considerado como uma conjuncao de dois condicionais. Para ver isso, consideremos a
sentenca:

T é um triangulo se e somente se T ¢ um poligono de trés lados.
Obviamente, ela é uma variante de:

T ¢ um triangulo se T ¢ um poligono de trés lados e T ¢ um tridngulo somente se T
¢ um poligono de trés lados.

Que, por sua vez, ¢ uma variante de:

Se T ¢ um poligono de trés lados, entdo T ¢ um triangulo; e T ¢ um triangulo
somente se T € um poligono de trés lados.

Mas o que significa “T ¢ um tridngulo somente se T ¢ um poligono de trés lados™?
“Somente se” ¢ um outro modo de expressar um condicional. Enunciados da forma “P
somente se Q” significam “Se P, entdo Q”. (Num enunciado com “somente se”, o que
segue “se” ¢ o conseqliente e ndo o antecedente). Portanto, o nosso bicondicional ¢é

um outro modo de dizer:

Se T ¢ um poligono de trés lados, entdo T é um triangulo, e se T ¢ um triangulo,
entdo T ¢ um poligono de trés lados.



Como a ordem dos conjunctos ndo altera o significado, a sentenca pode ser reescrita
como:

Se T ¢ um triangulo, entdo T ¢ um poligono de trés lados; e se T € um poligono de
trés lados, entdo T € um tridangulo.

Este exemplo ilustra uma regra geral: os enunciados da forma “P se e somente Q” sdo
equivalentes (isto €, verdadeiros sob as mesmas condi¢gdes) a enunciados da forma “Se
P, entdo Q; e se Q, entdo P”; esta ¢ a razdo pela qual tais enunciados sdo chamados
bicondicionais.

Os simbolos especiais definidos anteriormente facilitam o reconhecimento e
comparag¢do de formas de argumentos.

O silogismo disjuntivo ¢ expresso como:

PvQ
~P
Portanto, Q.

Ou, ¢ escrito horizontalmente, com as premissas separadas por virgulas:

PvQ,~P |} Q.

Usamos o simbolo “ |’ para representar a palavra “portanto”. Este simbolo, chamado
traco de assercao, afirma que a formula a sua direita pode ser deduzida utilizando
como premissas somente as formulas que estdo a sua esquerda.

A linguagem consistindo nesta notagdo simbolica juntamente com as regras a
serem empregadas chama-se célculo proposicional (também chamado de célculo de
enunciado ou calculo sentencial). O termo significa, simplesmente, “o sistema para
executar célculos com proposi¢des”. O termo “calculo” utilizado aqui tem origem na
relagdo da loégica formal com as operagdes entre conjuntos, relagdo que aparece
naturalmente quando estudamos qualquer uma dessas areas.

Os “calculos” que executaremos com este sistema sdo seqiiéncias de inferéncias
designadas para mostrar a validade de certas formas de argumento. Uma forma de
argumento ¢ valida se todas as suas instancias sdo validas; uma forma ¢ invalida se
pelo menos uma de suas instancias ¢ invalida. (Recordamos que uma instancia de uma
forma - isto ¢, um argumento particular - ¢ valida somente quando ¢ impossivel que a
sua conclusdo seja falsa enquanto as suas premissas sdo verdadeiras. Em caso
contrario, ela ¢ invalida.) O silogismo disjuntivo, por exemplo, ¢ uma forma de
argumento valida; todo argumento desta forma ¢ tal que se as suas premissas forem
verdadeiras, a sua conclusdo devera ser verdadeira. Por outro lado, verificamos que
nem todas as instancias do silogismo disjuntivo sdo corretas - pode acontecer de uma
ou mais premissas sejam falsas:

5)Rembrandt pintou a Mona Lisa ou Michelangelo a pintou.
Nao foi Rembrandt quem a pintou.
Portanto, Michelangelo pintou a Mona Lisa.
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A forma desse argumento ¢ valida. A falha do argumento esta no fato da primeira
premissa ser falsa (se fosse verdadeira, a conclusao também seria).

A seguinte forma de argumento, ao contrario, ¢ invalida:

Se P, entdo Q.

Q.
Portanto, P.

Em simbolos:

P—-Q,Q | P.

Esta forma chama-se afirmando o conseqiiente, pois a sua segunda premissa afirma
o conseqiiente da primeira. Embora algumas instancias desta forma sejam argumentos
validos, outras ndo o sdo. A seguir, temos uma instancia que ¢ valida - e, sem davida,
correta:

6)Se abril precede maio, entdo abril precede maio e maio segue abril.
Abril precede maio e maio segue abril.
Portanto, abril precede maio.

A conclusdo deste argumento segue-se necessariamente de suas premissas, € sio
ambas verdadeiras. Contudo, a seguir, temos um argumento da mesma forma que ¢
invalido:

7)Se tu estas estudando quimica, estdo tu estas vivo.
Tu estas vivo.
Portanto, tu estas estudando quimica.

As premissas sao verdadeiras, mas a conclusdo ¢ falsa; dai o argumento ¢ invalido.

Como qualquer forma que tem uma instancia invalida ¢ invalida, a invalidade
do argumento 7 prova que afirmando o conseqiiente ¢ invalida. Embora a forma
afirmando o conseqiiente possa ter instancias validas (como o argumento 6), estas nao
sao validas em conseqiiéncia de serem instancias da forma afirmando o conseqiiente .
A razdo para a validade do 6 ¢ que a sua conclusdo segue somente a validade da
segunda premissa; a primeira premissa ¢ supérflua e poderia ser omitida do
argumento.

O calculo proposicional fornece um modo de provar a validade para qualquer
forma de argumento valida, composta somente de letras sentenciais e dos cinco
operadores logicos. O célculo proposicional, entretanto, ndo fornece métodos para
determinar se devemos ou ndo aceitar as premissas, os graus de probabilidade indutiva
ou relevancia, ou a presenca de evidéncias contrarias. Estes outros aspectos da
avaliacdo do argumento devem ser tratados por outros meios.

As técnicas de prova do calculo proposicional constituem uma parte do estudo
de sua sintaxe, isto €, de sua gramatica. Inicialmente examinamos a sintaxe do calculo
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proposicional mostrando como as formas de varias sentencas podem ser expressas
como formulas (isto €, como as sentencas podem ser formalizadas) e determinando as
regras gramaticais (regras de formacdo) para o calculo.

O processo de formalizacdo converte uma sentenga ou argumento em uma
forma sentencial ou uma forma de argumento, uma estrutura composta de letras
sentenciais e operadores 16gicos. As letras sentenciais em si ndo tém significado; mas
no contexto de um problema, elas podem ser interpretadas como expressando
proposicdes ou enunciados definidos. Essa interpretacdo, contudo, ndo ¢ essencial
para a forma. Num outro problema, as mesmas letras sentenciais podem ser
estabelecidas para enunciados diferentes. Quando falamos acerca do significado de
uma letra sentencial, estamos falando do seu significado sob uma particular
interpretacdo especificada do problema.

A formalizagdo de sentengas simples ¢ facil. Se interpretamos a letra
sentencial “S”, por exemplo, como ‘Hoje ¢ segunda-feira’, entdo a sentenca ‘Hoje ndo
¢ segunda-feira’ serd formalizada como “~S”.

Mas, quando as sentengas contém varios operadores logicos, a formaliza¢ao
requer cuidados. Suponhamos, por exemplo, que queremos formalizar a sentenga
‘Hoje ndo ¢ ambos, segunda-feira e terga-feira’. Nao podemos, simplesmente,
escrever “~S&T”. O operador ‘~’°, tal como o sinal negativo na algebra, aplica-se a
menor parte possivel da formula. Na forma algébrica ‘-1+3’, por exemplo, o sinal ‘-’
aplica-se somente a ‘1’; assim, a férmula toda denota o nimero 2. Analogamente, em
‘~S&T’, o sinal ‘~’se aplica somente a “S”; assim, ‘~S&T’ significa ‘Hoje ndo ¢
segunda-feira e hoje ¢ terga-feira”, que nao ¢ o que queriamos dizer. Podemos,
entretanto, estender a parte da formula na qual o operador se aplica, acrescentando
parénteses. No caso algébrico, isto nos fornece a férmula °-(1+3)’, que denota o
nimero -4. No caso légico, fornece ‘~(S&T), que significa “Nado ¢ o caso que hoje ¢
(ambos) segunda-feira e terca-feira”, que é exatamente o que queriamos dizer.

Suponha que queremos formalizar a sentenca ‘Ou hoje é segunda-feira, ou
hoje ¢ terga-feira e dia da eleicdo’. Essa sentenca ¢ uma disjun¢do cujo segundo
disjuncto ¢ a conjuncdo ‘Hoje ¢ terca-feira e dia da elei¢do’. Portanto, ela ¢
formalizada como ‘Sv(T&E)’. Se esquecermos os parénteses € escrevermos
‘SVT&E’, o significado ndo fica claro, pois poderia ser lida como uma conjungao cujo
primeiro conjuncto é a disjun¢do ‘Hoje ¢ segunda-feira ou terga-feira’; assim, ela
expressaria a sentenca ‘Hoje ¢ segunda-feira ou terca-feira, e hoje ¢ dia de eleicao’,
que ¢ diferente do enunciado original.

EXEMPLOS

1) Interprete a letra sentencial ‘E’ como ‘Marta estd estudando a licdo’ e a letra ‘A’
como ‘Marta sera aprovada no teste’, e expresse a forma de cada sentenca na notagao
do calculo proposicional:

a) Marta esta estudando a ligao.

b) Marta ndo sera aprovada no teste.

¢) Nao ¢ o caso que se Marta esta estudando a licdo ela sera aprovada no teste.

d) Se Marta ndo estd estudando a ligdo, entdo ndo € o caso que Marta estd

estudando a licdo e também sera aprovada no teste.
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e) Se Marta estd estudando a licdo e serd aprovada no teste, entdo ela serd
aprovada no teste.

f) Marta estd estudando a licdo se e somente se sera aprovada no teste.

g) Ou Marta esta estudando a ligdo e sera aprovada no teste, ou ela sera aprovada
no teste mas nao esta estudando a ligao.

Observe que estas formulas sdo construidas a partir de trés conjuntos de simbolos, que
sdo elementos do vocabuldrio do célculo proposicional:

Letras sentenciais: qualquer letra maitscula é considerada uma letra
sentencial; ocasionalmente, podemos acrescentar subscritos numéricos para obter
outras letras sentenciais. Por exemplo, ‘S;’, ‘S,’, etc., sdo letras sentenciais diferentes
de ‘S’.

Operadores logicos: ~, &, v, —, <>.
Parénteses: (, ).

Esses trés conjuntos de simbolos constituem o vocabulario do calculo
proposicional. O vocabulario de uma linguagem formal ¢ dividido em simbolos
logicos e nao-légicos. Os simbolos logicos do calculo proposicional sdao os
operadores logicos e parénteses; os simbolos ndo-l6gicos sao as letras sentenciais. Os
simbolos ndo-logicos tém interpretacdes diferentes em diferentes contextos; a letra
sentencial ‘P’, por exemplo, pode representar ‘Hoje ¢ terca-feira’ num problema e ‘A
professora estd de aniversario’ num outro. A fun¢do ou interpretacdo de simbolos
l6gicos sempre permanece fixa.

Uma formula do céalculo proposicional ¢ uma seqiiéncia qualquer de elementos
do vocabulario. As respostas dos ultimos exemplos apresentados anteriormente sdo
todas formulas, mas também existem seqii€éncias sem sentido, tal como ‘((&(P’. Para
distinguir essas seqiiéncias sem sentido de formulas significativas, introduzimos o
conceito de formula gramatical ou formula bem formada, fbf, para abreviar (ou do
inglés, wif — well-formed formula). Este conceito ¢ definido pelas seguintes regras,
chamadas regras de formagao, que constituem a gramatica do calculo proposicional.
As regras empregam letras gregas (as quais ndo pertencem ao vocabulario do célculo
proposicional) para denotar as formulas.

1) Qualquer letra sentencial ¢ uma fbf.
2) Se ¢ ¢ uma fbf, entdo ~¢ também o €.
3) Se ¢ e y sdo fbf, entdo (¢&y), (dvv), (d—>V) e (p<>y) também o sdo.

Qualquer coisa ndo estabelecida como uma fbf por estas trés regras ndo ¢ uma
fbf. As fbf complexas sdo construidas a partir das simples, por aplicagcdes repetidas
das regras de formagao. Por exemplo, pela regra 1, ‘A’ e ‘E’ sdo fbf, donde segue-se,
pela regra 2, que ‘~A’ ¢ fbf e, novamente pela mesma regra ‘~~A’ também ¢ fbf
(pode-se colocar quantos sinais de negacdo que se queira e ainda se tem uma fbf); e,
pela regra 3, ‘(~~A&E)’ ¢ tbf.
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Note que a regra 3 estipula que cada vez que introduzimos um operador
binario, introduzimos, também, um correspondente par de parénteses. Assim,
enquanto ‘(Av~E)’ ¢ uma fbf, ‘Av~E’ ndo é. Todavia, ¢ claro que o par de parénteses
que encerra toda a férmula ndo € necessario para o significado da férmula.
Convencionaremos, informalmente, que o par de parénteses externo de fbf pode ser
omitido.

EXERCICIOS

1) Utiliza as regras de formagao para determinar quais das seguintes féormulas sdo fbf
e quais ndo sdo. Justifique a sua resposta.

a) ~~R
9
b) (~R)

= ndo ¢ fbf, os parénteses s6 devem ser colocados quando usamos operadores
binarios.

¢) PQ
>

d) P—Q
9

e) (P=Q)
9

f) ~(P=Q)
9

g) (PAQ)—R)
9

h) (P&Q)—R
—> pela nossa convengao, ¢ fbf (sem a convengdo, deveriamos escrever ‘(P&Q)—R)’
para termos uma fbf).

i) ~(~PV(R&~S))
9
j) (PvQVR)

—> ndo ¢ fbf, pois a regra 3 permite combinar somente duas letras sentenciais de cada
vez.

D (PvQ)VR)
9
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As letras sentenciais sdo chamadas de fbf atomicas; todas as outras fbf sdo
chamadas de moleculares ou compostas. Uma subfbf (subformula bem formada) ¢
uma parte de uma fbf que ¢ uma fbf. Assim, ‘P’ ¢ uma subfbf de ‘~(P&Q)’, e ‘~R’ ¢
uma subfbf de ‘~~R’. Cada fbf ¢ considerada uma subfbf dela mesma.

Uma ocorréncia particular de um operador numa fbf junto com a parte da fbf
para a qual o operador se aplica chama-se escopo daquela ocorréncia do operador.
Dizemos que o escopo de uma ocorréncia de um operador numa fbf ¢ a menor subfbf
que contém aquela ocorréncia. Assim, na fbf ‘(~P&(Q—~R))’, o escopo da primeira
ocorréncia de ‘~* é ‘~P’, e o escopo de ‘&’ ¢ a formula toda. Na féormula
‘~(P&(QVR))’, 0 escopo de ‘v* ¢ ‘(QvR)’, 0 escopo de ‘&’ ¢ ‘(P&(QVR))’ e o escopo
de ‘~’ ¢ a férmula toda.

Cada fbf tem exatamente um operador cujo escopo ¢ a formula toda. Este
operador ¢ chamado operador principal daquela fbf. Uma fbf cujo operador
principal ¢ ‘&’ (sem considerar outros operadores que a fbf contém) chama-se
conjuncao; uma fbf cujo operador principal ¢ ‘~° ¢ uma negacio ¢ assim
sucessivamente.

Tendo definido rigorosamente a nossa linguagem formal, podemos utilizé-la
para expor as formas de argumentos.

Exercicios

1) Formalizar os seguintes argumentos num formato horizontal, usando as letras
sentenciais indicadas. Utilize os indicadores de premissa e conclusdo para distinguir
as premissas das conclusdes. De acordo com nossa convengao, os parénteses externos
serdo omitidos (os significados das letras sentenciais sugeridas entre parénteses
devem ser subentendidos quando nao forem especificados):

a) Se Deus existe, entdo a vida tem significado. Deus existe. Portanto a vida tem
significado. (D, V)
>D->V,D}V

b) Se ndao houve um temporal naquela cidade hoje de madrugada, ele ja teria chegado
aqui. Mas ele ndo chegou aqui ainda. Portanto, houve um temporal naquela cidade
nesta madrugada.(T,C)

¢) Claudia sera aprovada se e somente se estudar muito. (A, E)

d) Se a vitima tinha dinheiro nos bolsos, entdo roubo nao foi o motivo do crime. Mas
o motivo do crime foi ou o roubo, ou a vinganga. Portanto, o motivo do crime foi a
vinganga. (D, R, V)

e) Ele pode ter muitos amigos, somente se os respeitar como individuos. Se os
respeita como individuos, entdo ndo pode esperar que todos se comportem da mesma
maneira. Ele tem muitos amigos. Portanto, ndo espera que todos se comportem da
mesma maneira. (A, R, E)
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f) Se o caixa e o tesoureiro tivessem apertado o botdo de alarme, o cofre-forte ter-se-ia
fechado automaticamente, e a policia teria chegado em trés minutos. Se a policia
tivesse chegado em trés minutos, poderia ter alcangado o automovel dos assaltantes.
Mas ndo pode alcangar o automdvel dos assaltantes. Portanto, o caixa ndo apertou o
botdo do alarme. (C, F, P, A)

5.2 REGRAS NAO HIPOTETICAS DE INFERENCIA

As regras de inferéncia do calculo proposicional podem gerar todas as formas
de argumento validas expressaveis em sua linguagem (e somente as formas validas).

As regras de inferéncia geram as formas de argumento numa série de etapas
simples e precisas de raciocinio, chamadas de deriva¢do ou prova. Cada etapa numa
prova ¢ uma instancia de uma das regras.

Sao dez as regras basicas que utilizaremos aqui - uma de introdugdo e uma de
eliminagdo - para cada um dos cinco operadores 16gicos.

Regra Caracteristica

Permite inferir a partir de premissas nas quais o
Eliminagdo de operador |referido operador € principal

Introducdo de operador | Permite inferir conclusdes onde o referido operador
¢ principal

Exemplo: Analisaremos a forma de argumento
A,C—B,A—>C | B
Apresentamos uma "prova" da validade desse argumento, mostrando que B pode ser

concluido das premissas. A maneira de apresentar as derivacdes efetuadas a seguir
devera ser o nosso padrao:

Premissas e inferéncias Justificativas (regras utilizadas)
A Premissa
2)C—B Premissa
3) A—C Premissa

F4)C 1,2 (MP)

I5)B 2,4 (MP)

Nessa prova, inferimos de "A" e "A—C" a fbf "C", indicando com a sigla "MP" que a
regra "Modus ponens" foi a utilizada nessa inferéncia. A mesma regra nos permite
inferir "B" de "C" e "C—B". Provamos, assim, que a conclusdo "B" ¢ derivada das
premissas, i.e., que essa forma de argumento ¢ valida. Assim, toda instdncia dessa
forma (qualquer argumento que tiver a mesma estrutura) ¢ valido.

Podemos apresentar, agora, as regras de inferéncia que permitirdo que
estabelecamos provas da validade de formas de argumento.
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Regra I - Modus Ponens (MP) - "De um condicional e seu antecedente, pode-se
inferir seu conseqiiente". Ou, de forma mais abreviada:

o>y fy

Essa maneira de apresentar as regras do calculo ¢ a maneira mais simples.
Subentendemos que esse argumento apresentado ¢ valido como regra. Lembremos
" "

que a utilizacdo das letras gregas "¢" e "y" diz-nos que no lugar delas podem estar
quaisquer féormulas bem formadas, sejam elas atdmicas ou compostas.

Exemplo: Provar a validade da forma de argumento.

~P—>(Q—R),~P,Q | R

Prova:

1) ~P—>(Q—R) p

2)~P p

3)Q p

4) Q>R 1,2 (MP)
5)R 3,4 (MP)

Nesse exemplo, omitimos o sinal " |—" das derivagdes de "Q—R" e "R". Além disso,
fizemos uso de nossa convenc¢ao de ndo escrevermos os parénteses em torno de
"Q—R", ja que ela ¢ a unica fbf da linha. As linhas de (1) a (5) provam que a forma
de argumento apresentado ¢ valida.

Regra Il - Eliminag¢do da negagdo (~E):

~0 o
Exemplo: Provar a validade da forma de argumento a seguir.
~P—>~~Q,~~P |} Q

prova:

1) ~P>~—Q p

2) ~~~P p

3) ~P 2 (~E)
4) ~~Q 1,3 (MP)
5)Q 4 (~E)

Observagdo : E importante notar que a regra eliminacdo de nega¢do no nos permite
inferir da linha (1) (~P—>~~Q) a fbf "(~P—Q)". Precisamos, primeiro, utilizar a regra
"MP" para inferirmos "~~Q" e depois utilizar a regra "~E". A elimina¢do de negacao
permite-nos remover dois sinais de negacdo somente se eles sdo simbolos externos de
uma fbf e todo o restante da fbf estd no seu escopo.

Regra III -Introducgdo de conjungdo (&I) :
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0,y | &y

Regra 1V - Eliminag¢do de conjung¢do (&E): De uma conjun¢do, podemos inferir
qualquer um de seus conjunctos.
o0&y ¢

o0&y |y
Exemplo: Provar a validade das formas a seguir.

a)  P—>(Q&R),P } P&Q

Prova:

1) P>(Q&R) p

2)p p

3) Q&R 1,2 (MP)
4)Q 3 (&E)
5) P&Q 2,4 (&I)

b) P&Q } Q&P

Prova:

1) P&Q p

2) P 1 (&E)
3)Q 1 (&E)
4) Q&P 2,3 (&I)

Nesse exemplo, embora possa parecer evidente a validade dessa forma, ela pode ser
provada pelo uso das duas regras "&E" e "&I". Poder-ser-ia insistir, colocando ¢&y |-
y&$ como uma das regras basicas, mas um dos objetivos que se tem ao se
constituirem essas regras ¢ que elas sejam em quantidade menor possivel. Assim,
todas as outras regras (em particular &y |- y&d) serdo derivadas dessas que forem
predeterminadas.

Observagdo: Alguns autores utilizam-se de outras regras como sendo basicas, uma das
quais essa que acabamos de mostrar a prova, e consideram as que utilizamos como
regras derivadas pelo fato de que elas podem ser provadas a partir das regras que eles
consideram bdsicas. Isso ndo constitui um problema, pois essas mesmas regras sao
provaveis a partir da estrutura basica que utilizaremos.

Regra V - Introducdo de disjuncdo (v1):

o Fovy
o Fyvo
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L.e., de uma fbf "¢", podemos inferir qualquer uma das fbf "(¢pvy)" ou "yvo)", ndo
importando que fbf seja "y". Essa regra, também chamada adi¢do, ¢ claramente
valida. Uma vez que se saiba que "hoje ¢ dia de feira na esquina", pode-se concluir
que o enunciado "hoje ¢ dia de feira na esquina ou o Grémio perderd o campeonato” ¢
verdadeiro. Sem duvida, se hoje ¢ dia de feira na esquina, entdo a disjungao de "hoje ¢

dia de feira na esquina" com qualquer enunciado ¢ verdadeira.

Exemplo: Prove:

a) P | (PvQ)&(PVR)

prova:

1)P p

2) PVQ 1 (vD)
3) PVR 1 (vI)
4) (PvQ)&(PVR) 2,3 (&I)

b) P, ~~(P—>Q) } (R&S)vVQ

prova:

1) P p

2) ~(P—Q) p

3) P—>Q 2 (~E)
4)Q 1,3 (MP)
5) (R&S)vQ 4 (vI)

Regra VI - Eliminacdo da disjun¢do (VE):
OV, & = 1, W b

Assim, das premissas de que hoje ¢ sabado ou domingo ("(SvD)"), de que se hoje ¢
sadbado entdo ¢ fim-de-semana ("(S—F)"), e de que se hoje ¢ domingo entdo ¢ fim-de-
semana ("(D—F)"), pode-se concluir que hoje ¢ fim-de-semana; i.e.,

SvD, S—»F, D—>F | F
¢ uma forma de argumento valida. A prova formal da validade dessa forma de
argumento ¢:

1) SvD p
2) S—>F p
3) D>F p

1

4)F ,2,3 (VE)
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Observagdo: Alguns autores chamam essa regra de dilema construtivo. Outros, usam-
na como uma das regras hipotéticas, das quais trataremos mais tarde.

Exemplo: Provar a validade da forma de argumento a seguir.

(PvQ)&(PVR), P8, Q—S, P>T, R>T | S&T

prova:

1) (PVQ)&(PVR) p

2) P->S p

3)Q—>S p

4) P>T p

5)RoT p

6) PvQ 1 (&E)

7) PVR 1 (&E)

&) T 4,5,7 (VE)
9)S 2,3,6(VE)
10) S&T 8,9 (&)

Regra VII - Introducdo de bicondicional (<>1):

Oy, Yoo | ooy

Regra VIII - Eliminagdo de bicondicional (<>E):

by | ooy
by Fy—od

Observamos que poderiamos ter escrito essa regra na forma do argumento valido
by | (d>W)&(y—>¢), mas, se o tivéssemos feito, para inferirmos ¢—>y de p>y,
teriamos que usar duas regras, a "<>E" e a "&E".

Exemplo: Provar a validade de cada uma das seguintes formas de argumento.

(a) Fe<>(SvD), S |} F

(b) P—Q, (P»Q)—>(Q—P) | P>Q
(c) P>Q FQeP

(d) Q, Q—>R, QS | R&S

Prova da validade de (a):

1) F&(SvD) p

2)S p

3) (SvD)—>F 1 (&E)
4) SvD) 2 (vI)

5)F 3,4 (MP)
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Prova da validade de (b) :

1) P>Q P

2) (P>Q)—>(Q->P) p

3) Q—P 1,2 (MP)
4) PQ 1,3 (]
Prova da validade de (c):

1) PQ p

2) P—>Q 1 (&E)
3) Q—P 1 (&>E)
4) QP 2,3 ()
Prova da validade de (d):

HQ p
2)Q—>R p

3) Q-S p

4)S 1,3 (MP)
5)R 1,2 (MP)
6) R&S 4,5 (&I)

5.3 REGRAS HIPOTETICAS DE INFERENCIA

Apresentamos, até agora, oito das dez regras basicas de inferéncia do calculo
proposicional. As duas restantes sdo de introducdo de condicional e de negacao, que
diferem das outras por empregarem raciocinio hipotético. O raciocinio hipotético ¢
chamado assim por ser baseado em hipdteses (suposi¢des) elaboradas durante a fase
de constru¢ao de uma prova formal de validade de argumento, com a finalidade de
mostrar que uma conclusdo particular segue daquelas suposi¢des. Diferentes das
outras suposi¢des de uma prova (premissas), essas nao sdo declaradas como
verdadeiras; sdo, sim, “artificios 16gicos” que usamos como um tipo especial de
estratégia de prova.

Consideremos como exemplo a seguinte forma de argumento:
I, 1&C)—>~S, ~S—>~A | C>~A

Um estudo cuidadoso do significado dessas formas nos leva a estabelecer rapidamente
a validade desse argumento. Para construirmos uma prova formal de sua validade
necessitamos das regras que ja estabelecemos. Entretanto, vemos facilmente que
aquelas regras sdo insuficientes (N@o temos ainda uma regra do tipo “introducdo de
condicional”). Como o que queremos provar ¢ que, dadas as premissas apresentadas,
vale o condicional “C—~A”, basta que tomemos como “hipétese” o antecedente “C”
e, dessa hipdtese, derivarmos o seu conseqiiente “~A”. A prova completa ¢ a seguinte:

DI p



21

2) (1&C)—>~S p
3) ~S—>~A P
4|c H
5) | 1&C 1,4 (&I)
6) | ~S 2,5 (MP)
7) | ~A 3,6 (MP)
8) C—>~A 4-7 (PC)

As premissas, sdo, como sempre, relacionadas em primeiro lugar. A hipotese “C” ¢
introduzida na linha 4 e designamos ‘H’ para indicar que ela ¢ uma hipotese. Do lado
esquerdo, iniciamos uma linha vertical para indicar a duragdo da parte hipotética
referente a essa hipdtese que fizemos (que chamaremos de hipotese vigente). As
derivacdes da parte hipotética mostram que a partir da hipdtese “C” podemos garantir
~A. Assim, na linha 8, abandonamos a hipdtese e inferimos “C—>~A”. Nesta tltima
etapa, citamos as linhas de 4 a 7 e a regra PC, que significa “prova do condicional”.
PC ¢ a nossa regra de introducao do condicional. Formalmente:

Prova do condicional (PC): Dada uma derivagdo de uma fbf y a partir de uma
hipdtese ¢, podemos descartar a hipotese e inferir p—y.

Em relagdao ao exemplo acima, ¢ ¢ “C” ey ¢ “~A”.

Para provar um condicional, a estratégia usual (a menos que algo mais simples
seja evidente) ¢ colocar como hipotese o seu antecedente e entdo derivar o seu
conseqiiente, por PC.

EXEMPLOS

1) Prove: P>Q, Q>R |— P—R

Prova:

1) P>Q p

2) Q—>R p

3) |P H

4)1Q 1,3 (MP)
5) IR 2,4 (MP)
6) P>R 3-5(PC)

2) Prove: P} (P—Q)—Q

Prova:

P p

2) |P—>Q H
3)1Q 1,2 (MP)

4) (P—>Q)—Q 2-3 (PC)



3) Prove: (P&Q)—>R | P>(Q—R)
4) Prove: PvQ | QvP

5) Prove: (P&Q)v(P&R) | P&(QVR)
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Prova:

1) (P&Q)V(P&R) p

2) |P&Q H

3) |P 2 (&E)

4) 1Q 2 (&E)

5) [QvR 4 (v

6) [P&(QVR) 3,5 (&)
7) (P&Q)—>(P&(QVR)) 2-6 (PC)
8) P&R H

9) P 8 (&E)
10) |R 8 (&E)
11) |QvR 10 (vI)
12) P&(QVR) 9,11 (&I)
13) (P&R)—>(P&(QVR)) 8-12 (PC)
14) P&(QVR) 1,7,13 (VE)

Nessa ultima prova a estratégia foi, essencialmente, a mesma do problema anterior.

A ultima regra de inferéncia a ser introduzida a seguir, reducdo ao absurdo
(RAA), também conhecida como “prova indireta”, usa o raciocinio hipotético. RAA ¢
a regra de introdugdo da negagdo. O procedimento sugere a propria estratégia: Supde-
se que alguma formula que queiramos provar nao esteja valendo, isto é, supde-se que
valha a sua negagdo. A partir disso, concluimos uma “contradi¢do” (uma contradi¢ao
¢ qualquer fbf da forma ¢&~¢). Assim, podemos concluir com seguranca que a nossa
hipotese nao vale, ou seja, vale a formula que queremos provar.

Reducdo ao absurdo (RAA): Dada uma derivacao de uma contradicao a partir
de uma hipotese ¢, podemos descartar a hipotese e inferir ~¢.

Exemplo 6: Provar a validade da forma de argumento:

P—Q,~Q }~P
Prova:
1) P—Q p
2)~Q p
3) |P H (p/ RAA)
4) |Q 1,3 (MP)
5) 1Q&~Q 2,4 (&I) (Contradigao!)
6) ~P 3-5(RAA)

Na hipotese de que valha “P” (linha 3), podemos concluir uma contradi¢ao (linha 5);
assim, concluimos que “P” ndo pode valer, isto ¢, vale “~P” (linha 6). Colocamos a
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observacao (p/ RAA) ao lado da indicag@o de hipotese na linha 3 para ficar claro que
nosso objetivo € o de derivar uma contradigdo a partir dessa hipotese.

Exemplo 7: Provar a validade da forma de argumento:

Pe>~Q }~(P&Q)
Prova:
1) P~Q p
2) |P&Q H (p/ RAA)
3) |P 2&E
4) |Q 2&E
5) | P>~Q 1<E
6) [~Q 3,5 MP
7)) 1Q&~Q 4,6 (&I) (Contradicao!)
8) ~(P&Q) 2-7 (RAA)

A regra RAA pode ser usada junto com ~E para derivar conclusdes que nio
estdo negadas. A estratégia, nesse caso, ¢ colocar como hipotese a negacdo da
conclusdo e derivar uma contradi¢do dessa hipdtese. Entdo, deduzimos a dupla
negac¢do da conclusdo por RAA e removemos as duas negagdes por ~E.

Exemplo 8: Prove

~P—>P}P
Exemplo 9: Prove a validade da forma de argumento
P—Q }~PvQ
Prova:
1) P-Q p
2) | ~(~PvQ) H (p/ RAA)
3) P H (p/ RAA)
4) Q 1,3 (MP)
5) ~PvQ 4 (vI)
0) (~PvQ)&~(~PVvQ) 2,5 (&l)
7 | ~P 3-6 (RAA)
8) | ~PvQ 7 (VD)
9) | (~PvQ)&~(~PVvQ) 2,8 (&I)
10) ~~(~PvQ) 2,9 (RAA)
11) ~PvQ 10 (~E)

Quando usamos o raciocinio hipotético, varias regras devem ser observadas:

1) Cada hipotese introduz numa prova o inicio de uma nova linha vertical.
Essa linha continua até a hipdtese ser descartada pela aplicagdo de PC ou de RAA.

2) Nenhuma ocorréncia de uma formula a direita de uma linha vertical pode
ser citada em qualquer regra aplicada depois que terminar a linha vertical. Isso ¢
para garantir que a formula derivada da hipotese ndo seja indevidamente usada depois
que a hipoétese for descartada.
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3) Se duas ou mais hipoteses sdo vigentes simultaneamente, entdo a ordem na
qual elas sdo descartadas deve ser a ordem inversa na qual elas sdo introduzidas.

4) Uma prova ndo esta completa até que todas as hipoteses sejam
descartadas. As hipoteses que nao sdo descartadas sdo premissas adicionais
introduzidas como artificio auxiliar na prova.

Nao hd maneira correta de se construir uma prova. Se uma forma pode ser
provada, ela pode ser provada por diferentes trocas de regras. Entretanto, as provas
mais curtas, mais simples e mais faceis sdo obtidas por uma estratégia baseada na
estrutura da conclusdo. As sugestdes da Tabela 1 sdo guias uteis para o planejamento
de uma tal estratégia. Geralmente, elas levam a provas razoavelmente eficientes,
embora alguns problemas requeiram, ainda, habilidade e engenhosidade.

Tabela 1: Estratégias para prova

Se a condicional for um(a) Entdo faga:

Formula Atomica

Se nenhuma estratégia ¢ imediata, coloca-se como hipotese a
negacao da conclusdo para RAA. Se isso for bem-sucedido,
entdo a conclusdo pode ser obtida depois de RAA, por ~E.

Formula Negada

Coloca-se como hipotese a conclusdo, sem o simbolo de
negacdo, para RAA. Se resultar uma contradi¢do, a conclusao
pode ser obtida por RAA.

Conjuncao

Prove cada um dos conjunctos, separadamente, e entdo faca a
conjuncao deles com Al.

Disjungao

Se uma premissa disjuntiva esta presente, tenta-se provar os
condicionais necessarios para obter a conclusao por VE. Caso
contrario, coloca-se como hipotese a negacdo da conjuncdo e
tenta-se RAA. Algumas vezes, uma conclusio disjuntiva pode
ser provada diretamente, provando-se um de seus disjunctos e
aplicando-se VI.

Condicional

Coloca-se como hipdtese o seu antecedente e deriva-se o seu
conseqiiente por PC.

Bicondicional

Use PC, duas vezes, para provar os dois condicionais
necessarios para obter a conclusdo por <>1.

Se a estratégia da Tabela 1 falhar, tente o seguinte. Se uma premissa for

disjuntiva, tente provar os condicionais necessarios para obter a conclusdo por VE. Se
ndo, acrescente uma hipotese extra cuja negacdo sera Util como uma premissa
adicional e descarte essa hipotese extra o mais rapido possivel, por RAA, para obter a
sua negacao. Se isso também falhar, tente a mesma coisa com uma hipdtese diferente.
Eventualmente (se a forma que estd sendo provada é, de fato, valida), deve-se
encontrar uma hipétese ou série de hipoteses que sirva para a prova.

Se a conclusdo for mais complexa, diversas subestratégias precisam ser
desenvolvidas. Por exemplo, se a conclusdo for '~P A ~Q', a estratégia ¢ provar cada
um dos seus conjunctos, separadamente, e entdo uni-los por Al. Como cada conjuncto
¢ negado, a subestratégia para provar cada um deles é coloca-los como hipdtese sem o
sinal de negacdo e usar RAA. Assim, a prova consiste em duas derivagdes hipotéticas
para RAA seguida de uma etapa de Al, como no problema (1f) abaixo:
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Exercicios

1) Forneca uma prova para as seguintes formas.
a) P, ~(P-Q) | Qv~Q

b)P | PvP

¢) ~(~PA~Q),~P }-Q

d)~Pv~Q }~(PrQ)

e) ~(PAQ) }~Pv~Q

D~(PvQ) f~P A~Q

As dez regras basicas de interferéncia apresentadas sao completas no sentido
de que elas geram uma prova para cada uma das muitas formas validas expressas na
linguagem da loégica proposicional. Elas também sdo vdlidas no sentido de que
quando aplicadas elas geram somente formas validas - nunca invalidas. Esses fatos
sdo provados, mas as suas provas estao além do escopo deste material.

Apesar da completude destas dez regras basicas, € util ter outras; essas novas
regras, assunto a ser tratado a seguir, ndo nos habilitam a provar algo novo que nao
possa ser provado somente pelas dez regras basicas, mas elas nos ajudam a simplificar
algumas provas.

5.4 REGRAS DERIVADAS

Toda instancia de um argumento valido ¢ uma forma valida. Assim, na prova da
forma

P— Q,~Q |~P 5.1)

estabelecemos a validade de qualquer argumento que resulta daquela forma
substituindo 'P' e 'Q' por sentengas (nao importando qudo complexas sejam essas
sentencas). Logo, para constituirmos uma instincia dessa forma, podemos substituir
as letras sentenciais por sentengas. Por exemplo:

Se esta garoando ou nevando, entdo o céu nao esta claro.
Nao € o caso que o céu ndo esta claro.
..Nao ¢ o caso que estd garoando ou nevando.

(Neste caso 'P' representa 'Esta chovendo ou nevando' € 'Q', 'O céu ndo esta claro'.)
Note que se formalizarmos este argumento a fim de revelar toda a sua estrutura, ndo
obteremos a forma original, mas

(GVN) > ~C,~C }~(GVvN) (5.2)

a qual chama-se uma instdncia substitutiva da forma original. Uma instancia
substitutiva de uma fbf ou uma forma de argumento ¢ o resultado de substituir
algumas, ou mesmo nenhuma, de suas letras sentenciais por fbf, sendo que cada
ocorréncia de uma mesma letra sentencial ¢ substituida pela mesma fbf. (Dissemos

"nenhuma" em vez de "uma" para permitir que cada forma seja considerada como
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uma instancia substitutiva dela mesma.) A segunda forma acima ¢ uma instancia
substitutiva da primeira, da qual resulta pela substituicdo de cada ocorréncia de 'P' por
'G v N' e de cada ocorréncia de 'Q' por '~C'. Ao provar a validade de uma forma,
provamos a validade de todas as suas instancias substitutivas. Assim, tendo provado a
equacdo (5.1), se encontrarmos premissas '(G v N) —» ~C' ¢ '~~C' numa prova,
saberemos que '~(G v N)' segue-se validamente (e analogamente para qualquer outra
instancia substitutiva da equagao (5.1). Isso significa que podemos considerar a forma
apresentada na equagdo (5.1) (e, na verdade, qualquer forma de argumento
anteriormente provada) como uma regra de inferéncia valida. Para cada forma
anteriormente provada, a regra de inferéncia associada é:

De premissas de qualquer instdncia substitutiva da forma, podemos inferir,
validamente, a conclusdo da instincia substitutiva.

Exemplo 2:

Se essa figura geométrica ¢ um quadrado ou um triangulo, entdo ela ¢ um poligono.
Nao ¢ o caso que essa figura geométrica ¢ um poligono.

Portanto, ndo ¢ o caso que essa figura geométrica ¢ um quadrado ou um triangulo.

Substituindo ‘P’ por ‘essa figura geométrica ¢ um quadrado ou um tridngulo’ e ‘Q’,
por ‘essa figura geométricas ¢ um poligono’. Examinando a estrutura desse
argumento mais detalhadamente, poderiamos formaliza-lo por:

(CVT) > G, ~G | ~(CVvT)

(neste caso, ‘C’ representa ‘essa figura geométrica ¢ um quadrado’, ‘T’, ‘essa figura
geométrica ¢ um triangulo’ e ‘G’, ‘essa figura geométrica ¢ um poligono’). E essa
forma representa, entdo, a ‘instancia substitutiva’ da forma original. Logo, podemos
inferir ~(CvT), usando a forma valida (5.1).

As regras de inferéncia que sdo obtidas dessa maneira, de formas
anteriormente provadas, chamam-se regras derivadas. Muitas regras derivadas tém
nomes proprios. A regra associada a equagao (5.1) chama-se modus tollens (MT). Ela
¢ usada na seguinte prova:

Prove a forma de argumento (G v N) - ~C |- ~~C —> ~(GVvN)
Prova:

1) (GVvN)—>~C p

2) | ~C H (p/ PC)

3) I~(GVN) 1,2 MT

4) ~C—> ~(GVvN) 2-3 PC
Agora, usando apenas as 10 regras basicas:

Prova:

1) (GVvN)—>~C p

2) | ~~C H (p/ PC)

3)| |[GVN H (p/ RAA)

4)| |~C 1,3 MP

5)| |[~FCA~~C 2,4 Al

6) | ~(G v N) 3-5 RAA



27

7) ~~C = ~(G v N) 2-6 PC

Na seqiiéncia do texto, numa prova pode-se usar qualquer formula
anteriormente provada como uma regra derivada. Como justificativa, citamos as
linhas usadas como premissas € o nome (se houver) da regra de derivada; sendo, o
nimero do problema no qual a forma foi provada. Dentre as regras derivadas ja
provadas, as mais Uteis sao:

Silogismo hipotético (SH): P —>Q,Q —> R |-P —>R
As regras de absor¢ao (ABS): P —> Q |—P —->PAQ)
Dilema construtivo (DC):  PvQ,P—>R,Q—S |—R v S
Repeticao (RE): ¢ |—(p
Contradi¢ao (CANTRAD): o, ~¢ |-\y

As ultimas duas regras derivadas sdo peculiares. A primeira, repeticdo (RE),
permite repetir uma fbf que ocorreu anteriormente numa prova, desde que essa fbf
nao seja parte de uma derivacdo hipotética cuja hipdtese foi descartada. A segunda,
contradi¢do (CONTRAD), permite inferir qualquer fbf de uma fbf e sua negacio. As

premissas desta forma sdo inconsistentes; dai, apesar de valida, a forma nao tem
instancias corretas.

Exemplos
Prove as formulas:
1) P QP
Solucio
1) P p
2) ‘ Q H (para PC)
3) | P 1 RE
4HQ->P 2-3 PC

Agora, usando somente as regras basicas:

Solucio

1) P p

2) | Q H (para PC)

3) ~P H (para RAA)

4) PA~P 1, 3 Al (Contradi¢do)
5) | ~P 3-4 (RAA)

6) I P 5~E

7) QP 2-6 PC
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2) P}P
Soluc¢ao

1) P p

A 'prova' ¢ a mais simples que vocé pode imaginar. A Unica etapa, linha 1, serve como
premissa e conclusdo. Nao precisamos aplicar regras de inferéncia. Isso ¢
perfeitamente legitimo, pois qualquer enunciado valido segue-se a parir dele. RE deve
ser usada com cautela. Como todas as regras de interferéncia, RE estd sujeita a
restri¢des pois ela ndo se aplica em fbf pertencentes a uma derivagdo hipotética cuja
hipotese tenha sido descartada.

3) P,~P } Q (Regra derivada CONTRAD)

Solucio

1) P p

2) ~P p

3) |~Q H (para RAA)
4) | PA~P 1,2 Al (Contradi¢ao)
5) ~Q 3-4 RAA

6) Q 5~E

4) PvQ,~P |- Q (Regra derivada SD)
Solucio

HPvQ p

2) ~P p

3) | P H (para PC)

41 Q 2,3 CONTRAD
5) P—Q 3-4 PC

6) | Q H (para PC)

7) Q—>Q 6-6 PC

8) Q 1,5,7 VE

Agora, usando apenas as regras basicas.

Solucao

1) PvQ p

2) ~P p

3) P H (para PC)
4) ~Q H (para RAA)
5) PA~P 2,3 Al

6) ~~Q 4-5 RAA

7) Q 6 ~E

8) P—Q 3-7PC
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9) Q H (para PC)
10) Q—Q 9-9 PC
11) Q 1,8,10 VE

5)  ~P—>Q,R—S,~PVR,~Q }S

Solucio

1) ~P—Q p

2) R—>S p

3) ~PVR p

4) ~Q p

5) QvS 1,2,3 DC
6) S 4,5 SD
6) P->Q,(PAQ —>R,~R |~P

Solucio

1) P-Q p

2) (PAQ) 5R p

3) ~R p

4) P—> (PAQ) 1 ABS
5) PR 2,4 SH
6) ~P 3,5MT

5.5 TEOREMAS

Algumas fbf sdo provaveis sem quaisquer suposi¢des nao-hipotéticas. Sao os
teoremas ou leis do célculo proposicional. (Os teoremas sao fbf cujas instancias sao,
todas, logicamente necessarias.) Para indicar que uma fbf ¢ Teorema, escrevemos o
simbolo " |—" diante da fbf. Esse simbolo afirma que a férmula a sua direita ¢ provavel
usando somente as formulas & sua esquerda como premissas; logo, quando nao ha
formulas & sua esquerda, ele afirma que a formula 4 sua direita ¢ um teorema. A prova
de um teorema se inicia com uma ou mais hipoteses que serdo descartadas por PC ou
RAA.

Exemplos
1) Prove o teorema: |—~ (PA~P)
Solucio
) |[PA~P H (para RAA)

2) ~(P A~P) 1-1 RAA
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Essa ¢ a prova mais simples por RAA. A linha 1 serve como uma derivagdo
hipotética, da qual "P A ~P" ¢ a hipotese e também ¢ a conclusao.

2) Prove o teorema: |— P—>PvQ)

Soluc¢ao

1) | P H (para PC)
2) | PvQ 1 vI

3) P> (PVvQ 1-2 PC

3) Prove o teorema: |— P>((P->Q —Q)

Solucio

1)| P

2) P—-Q

3) Q

HIP->Q —Q
55P=>((P—->Q) —Q)

4) Prove o teorema: |— P& ~~P

Solucio

1) | P

2) || ~P

3) | | PA~P
4)| ~~P

5) P>~~P
6) | ~~P

71 P

8 ~~P>P
P ~~P

5) Prove o teorema: |— Pv~P

Soluc¢ao

)| ~(Pv~P)
2) P

3) Pv ~P

4) Pv~P)A~(Pv~P)
5) | ~P

6) | Pv~P
NIPv~P)A~(Pv~P)
&) ~~(Pv~P)

9) Pv~P

H (para PC)
H (para PC)
1,2 MP
2-3PC
1-4 PC

H (para PC)

H (para RAA)

1,2 Al (Contradi¢ao)
2-3 RAA

1-4 PC

H (para PC)

6 ~E

6-7 PC

5,8 ol

H (para RAA)

H (para RAA)

2 vl

1,3 Al (Contradigao)
2-4 RAA

S5vI

1,6 Al (Contradigao)
1-7RAA

8 ~E



31

Toda instancia substitutiva de um teorema ¢ provavel sob qualquer conjunto de
suposicoes. Portanto, podemos introduzir, legitimamente, um teorema ou quaisquer de
suas instancias substitutivas como uma premissa adicional em qualquer linha de uma
prova. A regra derivada que nos permite fazer isso se chama introducio de teorema
(IT). Como as outras regras derivadas, o objetivo de IT ¢ tornar as provas mais curtas
e mais eficientes.

Exemplo

1) Prove o teorema:  F(Pv Q) v (~P v ~Q)

Solucio

1) Pv~P IT

2) P> (PvQ) IT

3) ~ P> (~PVv~Q) IT

4) (PvQ)v(~PVv~Q) 1,2,3DC

Note que, ao usarmos IT, ndo citamos linha alguma, pois a instdncia do teorema nao ¢
inferida de qualquer premissa dada. E interessante provar este teorema sem utilizar IT.

5.6 EQUIVALENCIAS

Uma equivaléncia ¢ um bicondicional que ¢ um teorema. Se ¢ <> V¥ é uma
equivaléncia, entdo ¢ e V¥ sdo interderivaveis. Assim, 'P' e '~ ~P' sdo interderivaveis
em vista da equivaléncia ja provada. Para provar uma equivaléncia, seguimos a
estratégia usual para provar bicondicionais: prova-se os condicionais necessarios para
<1, em provas separadas.

Exemplo

1) Prove a equivaléncia: |— (P>Q)e>~(PA~Q)

Solucio

H|P—>Q H (para PC)

2) PA~Q H (para RAA)

3) P 2 AE

e 1,3 MP

51| ~Q 2 AE

6) QA~Q 4,5 Al

7)1 ~(P A~Q) 2-6 RAA

8) (P>Q)—>~PAr~Q) 1-7 PC

9) | ~(PA~Q) H (para PC)
10) P H (para PC)
11) ~Q H (para RAA)
12) PA~Q 10,11 AI




13) PA~Q)A~P A~Q)

14)  ~~Q
15  Q
16) P—Q

17) ~(PA~Q)—> (P > Q)
18) (P> Q)¢ ~(PA~Q)

9,12 Al
11-13 RAA
~E

10-15 PC
9-16 PC
8,17 &1
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Muitas equivaléncias tém nomes, como as regras derivadas. A Tabela 2 exibe

algumas das equivaléncia mais importantes.

Tabela 2: Equivaléncias

Equivaléncia Nome
~PAQ) & (~Pv~Q) Lei de De Morgan (DM)
~PvQ) o (~PAr~Q) Lei de De Morgan (DM)
PvQe@QvP) Comutagao (COM)
PArQ) QAP Comutagao (COM)
Pv(QVvR)Y)Yo (PvQ)VvR) Associacdo (ASSOC)
PAQAR) o (PAQ)AR) Associacdo (ASSOC)
PAQVR) < ((PAQ)v (PAR)) Distributiva (DIST)
Pv(Q AR) < ((PvQ)A(PVvR)) Distributiva (DIST)
P& ~~P Dupla negagdo (DN)

(P>Q) < (~Q > ~P)

Transposi¢cao (TRANS)

(P=2Q) &(~Pv Q)

Implicagdo material (IM)

(PAQ) > R) © (P> (Q=R))

Exportagao (EXP)

Po((PAP)

Tautologia (TAUT)

Po(PVP)

Tautologia (TAUT)

As equivaléncias representam uma regra especial nas provas. Se duas féormulas
sdo interderivaveis, uma delas pode ser substituida por qualquer ocorréncia da outra,
numa formula toda ou numa subformula de uma fbf. Se uma férmula € obtida de uma
outra por substituicdo, entdo ¢ possivel deriva-la da outra usando somente as dez
regras basicas de inferéncia. Por exemplo, como DN estabelece a interderivabilidade
de "P" e "~~P", também garante que "(Q—>~~P)" ¢ provavel de "(Q — P)". Toda
equivaléncia pode ser tratada como uma regra de interferéncia que nos permite
substituir cada uma das fbf interderivaveis por uma outra, ou uma fbf toda ou uma
subfbf de uma fbf. Mais precisamente:

Se ¢ e ¥ sdo interderivaveis e ¢ ¢ uma subfbf da fbf y, entdo de y podemos
inferir o resultado de substituir uma ou mais ocorréncias de ¢ em 7y por ‘.

Como justificativa, citamos a linha na qual ¢ ocorre e o nome da equivaléncia
ou (se ndo tiver nome) o nimero do problema ou exemplo no qual essa equivaléncia
foi provada.

A prova de uma equivaléncia também estabelece a derivabilidade de todas as
instdncias substitutivas daquela equivaléncia. Assim, DN assegura ndo so6 a
interderivabilidade de

"P" e "~ ~P",
mas também de

"Q"e"~~Q",
de



"S/\NR" e "__ N(S/\NR)",
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e assim por diante. Portanto, DN pode ser usada para justificar a substituicdo de

qualquer membro de um desses pares pelo outro.

Tal como as outras regras derivadas, as equivaléncias ndo permitem provar
nada além do que as dez regras basicas provam. A vantagem de usa-las é que as
provas se simplificam. As dez regras bdsicas estdo relacionadas na Tabela 3 e as

regras derivadas mais importantes estdo resumidas na Tabela 4.

Tabela 3: As dez regras basicas

MP - Modus ponens: De um condicional e seu antecedente, infere-se o | 1) P p
seu conseqiiente. 2) P-Q p

3)Q 1,2 MP
~E - Eliminacio de negacio: De uma fbf na forma ~~¢, infere-se ¢. 1) ~~o¢ p

2)d 1 ~E
Al - Introducdo da conjunc¢do: De quaisquer fbf ¢ e W, infere-se a|1) ¢ p
conjuncao ¢ A \P. 2)¥Y p

DoAY 1,2 Al
AE - Eliminagdo da conjunc¢io: De uma conjun¢ao infere-se cadaumde | 1) ¢ A ¥ p
seus conjunctos. 2)¢ 1 AE
vI - Introducéo da disjun¢ao: De uma fbf ¢, infere-se a disjungdo de ¢ | 1) ¢ p
com qualquer fbf. 2)d AR 1 Al
VE - Eliminacio da disjuncio: De fbfs de formas Pv Q,P > Re Q — | 1) PvQ p
R, infere-se R. 2) PR p

2) Q-R p

3)R 1,23 vE
©I - Introducio do bicondicional: De fbfs de formas ¢ > VY e ¥ — ¢,| 1) P>Q p
infere-se ¢ <> ¥. 2) Q—P P

3) P&Q 1,2 ol
©E -Eliminac¢io do bicondicional: De fbf da forma ¢ <> P, infere-se ¢ | 1) P>Q P
>YouV¥ —>¢. 2) P—>Q 1 oF
PC - Prova condicional: Exibida uma derivagdo de uma fbf ¥ a partirde | 1) | P H (p/ PC)
uma hipotese ¢, descarta-se a hipotese e infere-se ¢ — . 2) | :

3) 'R

4 P>R 1-3 PC
RAA - Reducio ao absurdo: Exibida uma deriva¢do de uma contradi¢do | 1) | P H (p/ RAA)
a partir de uma hipdtese ¢, descarta-se a hipotese e infere ~¢. 2)|

3) " Pa~P

4) ~P 1-3 RAA

Tabela 4: As regras derivadas mais utilizadas

MT - Modus tollens: De fbfs de formas ¢ >V e ~¥, infere-se ~¢. 1) P-Q p

2)~Q P

3)~P 1,2 MT
SH - Silogismo hipotético: De fbfs de formas ¢ > ¥ e ¥ — R, infere-se | 1) P—>Q p
o —>R. 2) Q>R p

3) PR 1,2 SH
ABS - Absor¢ao: De uma fbf da forma ¢ — P, infere-se ¢ — (¢ AY). 1) P—>Q p

2) P> (PAQ) 1 ABS
DC - Dilema construtivo: De fbfs de formas ¢v'¥, p—>R e Y-S, infere- | 1) PvQ P
se Sv Q. 2) PR p

3)Q-S P

4) RvS 1,2,3 DC
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e ¢ ¢ uma subfbf de alguma fbf R, de R infere-se o resultado da
substituicdo de uma ou mais ocorréncia de ¢ em R por V.

RE - Repetigiio: De qualquer fbf ¢, infere-se ¢. P p

2) | :

H'p 1 RE
CONTRAD - Contradigiio: De fbfs de formas ¢ € ~ ¢, infere-se qualquer | 1) P p
fbf. 2)~Pp

3)Q 1,2 CONTRAD
SD - Silogismo disjuntive: De fbfs de formas ¢pv¥ e ~¢, infere-se V. 1)~Q p

2) QvS p

3)S 1,2 SD
IT - Introducdo de teorema: Qualquer instincia substitutiva de um Exemplos: 1) Pv~P
teorema pode ser introduzida em qualquer linha de uma prova. 2)P >(PvQ)
Equivaléncia: Introducdo de equivaléncia (A abreviacdo usada depende | Exemplos:
da equivaléncia utilizada; veja Tabela 2) -- Se ¢ e W sdo interderivéaveis | 1) P<>PvP TAUT

2) ~(PvQ)=>(~Pr~Q)
DM

Exemplos
1) Prove PvQ, ~Q |P
Solucio
1) PvQ Y
2) ~Q p
3) QvP 1 COM
4) P 2,3SD
2) Prove: PvQ) A(PVR) |—~P—> (QAR)
Solucio
I) PvQ)A(PVR) p
2) Pv(QAR) 1 DIST
3) ~~P v (QAR) 2 DN
4) ~P>(QAR) 3IM

3) Prove: (~PvQ)VR,(QVR)>S | P>S
Soluc¢iao

4) Prove: P—>(Q—>~R),R|—~P\/~Q
Solucio

5) Prove: ~P—>P |—P

Solu¢io




6) Prove:

Solucio

~Pv~Q,R>P,~~Qv~S ~Sv~R
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